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1 Introducción

Los algoritmos de proyección son herramientas útiles y de fácil implementación para resolver

problemas de factibilidad. Dado un espacio de Hilbert H y dados dos conjuntos A,B ⊆ H, el

problema de factibilidad consiste en obtener un punto en la intersección de estos conjuntos, es

decir,

Encontrar x ∈ A ∩B.

Puede ocurrir que estemos interesados en encontrar, no solo un punto cualquiera en la intersección

de los conjuntos, sino el más cercano a un punto dado q ∈ H. Esta variante del problema se conoce

como el problema de mejor aproximación y se define formalmente como

Encontrar w ∈ A ∩B, tal que ‖w − q‖ = inf {‖x− q‖ : x ∈ A ∩B} .

Muchos problemas reales se pueden modelizar como problemas de factibilidad, aunque obtener

una formulación apropiada puede requerir cierta creatividad. En muchas situaciones prácticas,

abordar esta intersección en śı misma resulta una tarea complicada, mientras que la proyección

sobre cada uno de los conjuntos se puede calcular de forma eficiente. Los algoritmos de proyección

utilizan estas proyecciones de forma iterativa, definiendo una sucesión convergente cuyo ĺımite

permite resolver el problema.

2 Estado del Arte

Probablemente, el algoritmo de proyección más conocido es el método de proyecciones alterna-

das [8, 13, 18]. Es el método más simple e intuitivo ya que, como su propio nombre indica,

cada iteración consiste en proyectar de forma alternada sobre los conjuntos que describen el pro-

blema. Espećıficamente, dado cualquier punto inicial x0 ∈ H, la sucesión se genera mediante la

recurrencia

xk+1 = PBPA(xk), k = 0, 1, 2, . . .

Cuando los conjuntos que definen el problema son cerrados y convexos, la sucesión generada

converge débilmente a un punto en la intersección.

Otro método de proyección diferente para resolver problemas de factibilidad es comúnmente

conocido como el algoritmo de Douglas–Rachford [11, 16]. La iteración del algoritmo se define

recursivamente mediante

xk+1 =
1

2
xk +

1

2
(2PB − Id)(2PA − Id)(xk), k = 0, 1, 2, . . . ,

donde Id representa el operador identidad. Dado un conjunto C ⊆ H, el operador 2PC−Id =: RC

se conoce como el operador reflexión sobre C. Debido a su interpretación geométrica, el método
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es también conocido como el algoritmo de reflexiones alternadas ponderadas. De nuevo, si los

conjuntos son cerrados y convexos, la sucesión generada por el algoritmo converge débilmente a

un punto x? tal que PA(x?) ∈ A ∩B, resolviendo aśı el problema de factibilidad. En los últimos

años el algoritmo de Douglas–Rachford ha despertado un gran interés, debido en parte a su buen

comportamiento en escenarios no convexos.

En el caso particular de que los conjuntos que definen el problema sean subespacios afines

cerrados, los dos métodos descritos anteriormente no solo encuentran un punto cualquiera en la

intersección, sino que dicho punto es, de hecho, el más cercano al punto inicial. De esta forma,

permiten resolver problemas de mejor aproximación en este contexto. Sin embargo, esto no

ocurre cuando consideramos conjuntos cerrados y convexos arbitrarios. Existen otros métodos

de proyección espećıficos para resolver este problema con conjuntos más generales. Uno de ellos

es el algoritmo de Dykstra [7, 12], que surge como una modificación apropiada del método de

proyecciones alternadas, cuya sucesión generada converge fuertemente a la proyección del punto

inicial sobre la intersección. Otras posibilidades son los algoritmos de tipo Haugazeau [15], el

algoritmo de Halpern [14], o el algoritmo de Combettes [9]. En todos estos algoritmos de mejor

aproximación, a excepción del método de Combettes, la recursión deja de ser una iteración de

punto fijo de la forma xk+1 = T (xk), para cierto operador T : H → H. En el caso del algoritmo de

Combettes, se presenta en un contexto más general donde se busca evaluar el resolvente de la suma

de dos operadores maximales. Aunque su iteración es de punto fijo, al considerar el caso particular

de problemas de mejor aproximación, es dif́ıcil dar una interpretación geométrica de esta.

3 Contribuciones

En este trabajo proponemos una modificación del método de Douglas–Rachford, obteniendo un

nuevo algoritmo de proyección que permite resolver problemas de mejor aproximación, en lugar

de simplemente problemas de factibilidad. Nuestro enfoque consiste en modificar las reflexiones

sobre los conjuntos. Concretamente, cada operador reflexión en el método de Douglas–Rachford

se remplaza por lo que denominamos operador reflexión modificado, el cual se define para un

conjunto C ⊆ H como

2βPC − Id, con β ∈ ]0, 1[.

Por eso, llamamos al nuevo algoritmo el método de reflexiones modificadas alternadas ponderadas

(abreviado AAMR, del inglés averaged alternating modified reflections method). Dado un punto

q ∈ H, fijados dos parámetros α ∈ ]0, 1] y β ∈ ]0, 1[, y dado cualquier punto inicial x0 ∈ H, el

nuevo método AAMR se define iterativamente mediante la recurrencia

xk+1 := (1− α)xk + α(2βPB−q − Id)(2βPA−q − Id)(xk), k = 0, 1, 2, . . . .

De esta forma, el AAMR se construye como una iteración de punto fijo generada por el operador

T := (1− α) Id +α(2βPB−q − Id)(2βPA−q − Id). Además, cada operador reflexión modificado se

obtiene como una combinación convexa entre el proyector y el operador − Id (ver Figura 1).

Si A y B son conjuntos cerrados y convexos tal que A ∩ B 6= ∅, bajo una cualificación de

restricciones en el punto de interés, probamos que la sucesión generada por el algoritmo converge

débilmente a un punto x? tal que

PA(q + x?) = PA∩B(q),

resolviendo aśı el problema de mejor aproximación (ver Figura 2). Más aún, la sucesión proyectada

(PA(q + xk))∞k=0 converge en norma a PA∩B(q). Una condición suficiente para garantizar la
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Figura 1: Visualización de la iteración generada por los algoritmos DR y AAMR.

cualificación de restricciones es la propiedad conocida como strong CHIP (del inglés strong conical

hull intersection property), que ha sido ampliamente estudiada en la literatura. De hecho, esta

propiedad caracteriza la convergencia del método para todo punto en el espacio.
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Figura 2: Sucesiones generadas por los algoritmos DR y AAMR desde el mismo punto inicial.

Finalmente, comparamos el nuevo AAMR con otros métodos de proyección en problemas

de mejor aproximación definidos por subespacios mediante varios experimentos numéricos. Los

resultados muestran como, bajo una elección adecuada de los parámetros, el nuevo algoritmo

supera a los otros métodos considerados. Además, estudiamos cómo escoger dichos parámetros

de forma óptima, lo que permite aumentar la ventaja del AAMR sobre el resto de métodos.

4 Conclusiones e Impacto del trabajo

En este trabajo se propone un nuevo algoritmo de proyección que permite encontrar el punto más

cercano en la intersección de conjuntos convexos. La iteración se puede interpretar geométricamente

como una modificación adecuada del algoritmo de Douglas–Rachford. Desde el punto de vista

teórico se basa en una iteración de punto fijo, lo que permite utilizar herramientas en este campo

para analizar su convergencia. Los experimentos numéricos realizados vislumbran la superiori-

dad del nuevo método con respecto a otros existentes. El art́ıculo se encuentra publicado en el

volumen 69 (2018) de la revista Computational Optimization and Applications [3].

Los prometedores resultados obtenidos mediante experimentos computacionales han sido con-

trastados de forma teórica en [5]. La tasa de convergencia lineal del método depende del ángulo
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de Friedrichs que forman los subespacios, aśı como de los parámetros que definen el esquema.

Cuando estos parámetros son elegidos de forma óptima, la tasa obtenida resulta ser la mejor entre

las tasas conocidas de otros algoritmos de proyección clásicos. En un contexto más práctico, el

AAMR ha sido utilizado en [6], bajo el nombre algoritmo Aragón Artacho–Campoy, para resolver

problemas de control óptimo en tiempo continuo. Los resultados numéricos confirman el buen

comportamiento del AAMR en comparación con el resto de métodos utilizados.

El nuevo algoritmo AAMR se presenta como una modificación del método de Douglas–

Rachford. Este último puede aplicarse de forma más general para encontrar un cero en la suma de

dos operadores monótonos maximales. Dicha extensión se obtiene remplazando proyectores sobre

conjuntos por resolventes de operadores. De la misma forma, hemos extendemos el algoritmo

AAMR a este contexto más general en [4]. Esto da lugar a un nuevo método de descomposición,

que permite calcular el resolvente de la suma de dos operadores monótonos maximales, utilizando

evaluaciones individuales de los resolventes de cada operador. Este nuevo algoritmo está reci-

biendo una gran atención y se ha convertido en un tema de investigación activa. Por ejemplo,

el comportamiento asintótico se ha analizado en [1], el método ha sido generalizado en [10] para

operadores débilmente monótonos, y una versión acelerada del mismo ha sido propuesta en [17].
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