El tema general de este trabajo se enmarca en la teoria de procesos empiricos
y sus aplicaciones a la estadistica. Sin embargo, conviene senalar que las her-
ramientas utilizadas e incluso algunas de las contribuciones obtenidas podrian
perfectamente incluirse en areas como el andlisis funcional, teoria de la medida y

probabilidad.

El origen de la teoria de procesos empiricos se remonta a los anos treinta
aunque su mayor desarrollo y popularidad llegd a principios de los anos ochenta,
impulsados en parte por el libro de David Pollard [Pollard, 2012], cuya primera
edicion se publicd en 1984. En estado actual de desarrollo, la teoria de procesos
empiricos es un tema altamente técnico que requiere profundizar en otras ramas
de las matematicas como el andlisis funcional o la teoria de la medida. La idea
basica subyacente es una de las mas elementales en la teoria de la probabilidad:
la aproximacion asintética de las frecuencias relativas de un cierto suceso en prue-
bas repetidas e independientes a la probabilidad del mismo. Este hecho basico se
ha formulado a lo largo de la historia en diferentes formas, desde la clasica “ley
del azar” o “postulado de Bernoulli” sobre estabilidad de las frecuencias, hasta
su deduccién como teorema en el marco de la construcciéon axiomatica de Kol-
mogorov. En resumen, puede decirse que la teoria de procesos empiricos se ocupa
de las generalizaciones de esta idea basica, especialmente las relacionadas con la
validez “uniforme” de la aproximacion, que surgen en los ambitos més variados,
incluyendo los desarrollos mas recientes de estadistica en variedades y estadistica
con datos funcionales.

El método plug-in para la norma del supremo

En muchas aplicaciones practicas es preciso estimar la norma del supremo o
alguna cantidad relacionada. Esto se hace, por ejemplo, en el test de Kolmogorov-
Smirnov: se estima la distancia de Kolmogorov entre dos variables aleatorias,
distancia entre sus funciones de distribucion en el espacio de las funciones acotadas,
mediante la distancia en términos de la norma del supremo entre las contrapartes
empiricas. Esta idea es conocida en estadistica como método plug-in.

El objetivo de este trabajo es mostrar la potencia del método delta funcional y la
teorfa moderna de procesos empiricos, tratados en [van der Vaart & Wellner, 1996],
para obtener expresiones asintéticas de estimadores inspirados en el método plug-
in en los que interviene la norma del supremo. Este enfoque separa el estudio de
los estadisticos en dos partes: la convergencia débil de los elementos aleatorios
involucrados, normalmente en dimensién infinita, y la suavidad de los funcionales
que dan lugar a los estimadores. De esta forma, podemos dar resultados muy
generales evitando hacer un estudio particular en cada ejemplo considerado.



Estado del arte

En el articulo [Raghavachari, 1973] se obtiene el comportamiento asintético del
estimador plug-in de la distancia de Kolmogorov bajo la alternativa, es decir,
cuando se trata de estimar la distancia entre dos distribuciones distintas. Para
alcanzarlo, se asume que las funciones de distribucién poblacionales, normalmente
desconocidas, son continuas. Esta condicion de continuidad de las funciones involu-
cradas ha sido desde entonces impuesta en diversos articulos (véase por ejemplo
[Alvarez—Esteban et al., 2016, Equation (11)], [Dette et al., 2018, Assumption 7.4]
y [Freitag et al., 2006], Section 2|). Se debe principalmente a que la forma de pro-
ceder en todos ellos es reiterar la metodologia de [Raghavachari, 1973]: realizar un
profundo y cuidadoso estudio del estimador, centrandose en él inicamente como
variable aleatoria real. En esta candidatura proponemos un cambio: mirar a los es-
timadores como la evaluacién de un funcional en un proceso estocastico apropiado.
Por ejemplo, en este caso la norma del supremo y el proceso empirico. Con este
nuevo paradigma, la hipotesis de regularidad sobre las funciones de distribucién
se torna innecesaria.

Desde un punto de vista mas general, hemos explotado esta idea para obtener
resultados en otros contextos. Algunos ejemplos son la convergencia de estadisticos
de tipo Berk-Jones, la estimaciéon de cépulas o los contrastes de hipdtesis basados
en métricas de probabilidad. Todos ellos tienen en comin que se usa el supremo
o la norma uniforme.

Aportaciones del trabajo

La principal aportacién de este trabajo es mostrar que la norma del supremo
se puede ver como un funcional diferenciable Hadamard direccional (consultar
[Shapiro, 1991]). Esta perspectiva permite aplicar el método delta en su versién
funcional a estadisticos que se puedan escribir como la norma del supremo de un
elemento aleatorio, como es el caso de los estimadores plug-in. De esta manera
el estudio del comportamiento asintotico del estadistico se reduce al analisis de
los elementos aleatorios subyacentes. Este problema usualmente se centra en la
convergencia débil, tipicamente en un espacio de dimensién infinita, de un proceso
estocastico adecuado.

Cuando se trata del proceso empirico, el teorema de Donsker da respuesta
a esta parte. Este es el caso de la extensiéon que damos de los resultados de
[Raghavachari, 1973] y uno nuevo que aportamos sobre la estimacion de métricas
integrales de probabilidad. Sin embargo, no en todas las aplicaciones se utiliza el
proceso empirico. Esta es la situacion de la pregunta abierta de Jager y Wellner
sobre estadisticos de tipo Berk-Jones ([Jager & Wellner, 2004, Question 2, p.329]).
En este caso usamos la convergencia débil del proceso empirico ponderado. Final-



mente, en el caso de las copulas la convergencia se basa en un resultado analogo
al teorema de Donsker para el proceso cépula empirico ([Segers, 2012)).

Como consecuencia de este nuevo punto de vista se obtienen teoremas clasicos
como los expuestos en [Raghavachari, 1973] con una mayor sencillez y limpieza,
a la vez que se debilitan las hipotesis impuestas. Al mismo tiempo se derivan
otros nuevos, como los mencionados anteriormente: la respuesta a la pregunta
abierta de Jager y Wellner ([Jager & Wellner, 2004, Question 2, p.329]), un re-
sultado asintotico sobre la estimacion de copulas y un resultado asintético sobre
estimacion de métricas de probabilidad. Aun a dia de hoy seguimos trabajando
en otros problemas aplicando estas mismas técnicas.
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